Hornung Tamas’
A LEGKISEBB MAXIMUM MODSZERE

1. BEVEZETES

Ismert, hogy egy+1 helyen adott fliggveényhez illeszthetlyan legfeljebm-edfokd polinom, az
un. LAGRANGE-féle interpolacids polinom (1. pl. [3], [4], [S]Bmelynek grafikonja athalad mindegyik
megadott grafikonponton. Ennek a polinomnak azorsbkivanatosnél tobb szé&téke lehet. llyen-
kor célszeit alacsonyabb fokszadmu polinommal végezni az intagidt.

Ha az illesztend polinom fokszdma szigortan kisebb, mmtakkor grafikonja altalaban nem
megy at minden megadott grafikonponton. Ekkor gktezelebb haladd” polinomot keressiuk. A ta-
volsagot szokas az adott helyeken vett eltérésgizeédsszegének négyzetgyokével mérni: ekkor a
legkisebb négyzetek modszeréhez jutunk (I. [4]). [Br azonban a tavolsagot az adott helyeken sza-
mitott legnagyobb (sulyozott) eltéréssel mérjulkkaakaz illesztési feladat egy linearis programozasi
feladathoz vezet. Ezt a problémét (egyeslilyok esetén) [1] diszkrétSEBISE-approximacioként
emliti. Megjegyezzuk, hogy a feladat folytonos vaé#tat, amelyben egw,p] intervallum pontjaiban
vett legnagyobb eltérés minimumat keressik, sz@sEsISEv-approximacionak, legjobb kozelités-
nek, ill. egyenletesen legjobb kozelitésnek nevéeni [1], [3], [5]). Ha az alappontok szama elég
nagy, akkor bizonyos feltételek mellett a diszkeladat megoldasa tekintléetr folytonos feladat
megoldasa kozelitésének.

A dolgozatban [2] alapjan példat mutatunk arra,yhag illesztend polinom fokszaméat célszer
tobb mint eggyel kisebbre valasztani, mint az abeyppk szama, viszont el szeretnénk érni, hogy az
alappontokban a kozalipolinom értéke a figgvényerték adott sugaru kiretgbe essék. Felirjuk a
probléma linearis programozasi modelljét. Ennelnogis megolddsa meghatarozza azt a polinomot,
amelynek az adott helyeken a kozeli@midggvényeértékekd mért (sulyozott) eltéréseinek maximu-
ma a legkisebb. Ezért szerepel a cimben a legkisebiimum maodszere. A linearis programozasi fe-
ladat dudlja modositott normal feladat, és igypinplex modszerrel is megoldhatjuk.

Végul megvizsgaljuk lineéris fliggveny illesztésgyuhogy az adott helyeken vett eltérések ma-
ximuma a legkisebb legyen. Ehhez igazoljud€8ISEV approximacios tételének (1. [3] 340. oldal, [5]
264. oldal) diszkrét valtozatét linearis fuggvéngelA tétel megadja az optimum szikséges és elég-
seéges feltételét. A szukségességet a probléma geameegkozelitésével, az elegésdget a linearis
programozas elméletébismert an. komplementaritasi tétellel bizonyitjukzek alapjan eljarast
adunk a legjobban kozdlitinearis fliggvény (geometriai) meghatarozasara.
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2. EGY FUGGVENYILLESZTESI FELADATHOZ VEZET O PROBLEMA

Egy kisérlet soran (l. [2]) azt vizsgaltak, hogféay hullamhosszatol hogyan fligg az a fémfys
ség, amely mar elvakitja az érzékegll. éjszakai vezetés kdzben.

Kilénbdd hullamhosszokon (420-t61 660-ig 10 nanométerenkémgmerték azt a fénigisé-
get, amelyet a tesztalany mar zavardnak érzettddfirkisérleti személy minden hullamhosszon leg-
alabb 10 mérést végzett. A kisérletben tizen vetekt. igy hullamhosszonként minimum 100 mérés
allt rendelkezésre (tobb esetben ez a szam 30@ is46hetett, mert a kisérletet tébb menetben haj-
tottdk végre, és a mar mért hullamhosszakat isendtték a vizsgalandok k6zé). Az igy kapott érté-
kek alapjan minden vizsgalt hullamhosszon kiszamditcaz Un. relativ spektralis érzékenység atlagat,
valamint meghataroztak a 0,95 megbizhatdsagi szntrtoz6 konfidencia intervallumokat. A kapott
eredményeket aabra mutatja.
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Feladatunk, hogy a hullamhossz fliggvényében éddgtegyszdr formulaval, pl. polinommal
adjuk meg a figgvényértéket.

Ha a 27 alappontban szamitott atlagos értékeleezillink polinomot, az Un.AGRANGE-féle
interpolaciés polinomot, akkor ennek a legfeljeld2l fokd polinomnak akar 25 szé&stéke is
lehet. Ez az ingadozas valosilizg nem tikrozi az érzékenységi gorbe menetét.tEEEdszet ala-
csonyabb fokszamu polinomot illeszteni. Ha a legliis négyzetek modszerével keresiink kézelit
polinomot, ebfordulhat, hogy egyes hullamhosszokndl a konfidemaiervallumon kivilre kerll a
polinom értéke.

Keressink tehat olyan 26-odfokunal alacsonyabb Ztk&l polinomot, amelynek értéke az
adott hullamhosszoknal a megfélédonfidencia intervallumon belilre esik feltéve gigovan ilyen
polinom. A polinom létezése altaldban nincs bizt@siemiatt a konfidencia intervallumok hosszat
szorozzuk egyi/ 2 0 szammal, majd keressij minimumat.
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3. LINEARIS PROGRAMOZAS| MODELL
Vizsgaljuk meg a problémat altalanosan. Legyen advf, b] intervallumon értelmezeftvalds
fuggvény értéke az, < % <...< %, (nON, a< %, % < b pontokban:
f=f(x) (i=01..n),
és legyenek adva az >0 szamok minden =0,1,...n -re.

Kozelitsuik a# fuggvényt ag, @- ..., ¢ (M N*) [a, b]-n értelmezett fliggvények olyan
p=cp+cp, .+ Gbn (G GOR)
linearis kombinaciojaval, amelyre
#(x)0[f -5, § +r]

mindeni =0,1,...n-re feltéve, hogy ez lehetséges. Altalaban azoiilyan ¢ fliggvény létezése
nincs biztositva. Ezért az intervallumok hosszairezzuk egy £ =0 szammal, majd keressuk
C.,C,....G, €su olyan értékét, amelyrg/ minimalis. Ha/ minimuma nem nagyobb 1-nél, akkor a
kivant tulajdonsagw fuggvényt kapjuk. HgZ minimuma nagyobb 1-nél, akkor a kivant tulajdonsa-
gu ¢ fuggvény nem létezik, d@,, @,...,@,, linearis kombinacioi kodziil a legjobbhoz jutunk.

A lineéris programozéasi modell felirhsahoz vezessik

;=0 (%) (i=0L..n; j=12,.m)

jelolést. A modell valtozoéi legyenek@, C,,...,G, eldjelkorlat nelkdli és ai nem negativ valtozok.
A feltételek és célfiiggvény a kdvetkézppen irhatok fel:

PuC+ @i Lot t PGt iuz § (i=01.n)
§uCi+@isCot*PinG i< (1=01.n)
C, Gy G UR, 420
M — min

A feladatnak nyilvdnval6an van lehetséges megold&saélfiiggvénye alulrdl korlatos, azért léte-
zik optimélis megoldas.

A modell korlatozo feltételei a
1 )
r_| fi=(@iC+ @i sCot t Pim Cm)| <y (i=01,..n)
i

feltételekkel is megadhatok, ami azt jelenti, hegyoptimalis megoldashoz tartozb fliggvénynek

az Xy, X,-.., %, helyeken af fuggvény értéke mért, ésl/ry,1r,,...,Ir, értékekkel stlyozott elté-
réseinek maximuma a legkisebb. Ha=r; =...=r, akkor az optimalis megoldas meghatarozasat a
legkisebb maximum médszerénekezhetjik.
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Az eldjelkorlat nélkuli valtozékhoz tartoz6 dual feltétklegyenletek, igy a dudl feladat a
PojUg Pyt v iy —d Vo=@ Vi—..m@,; ¥ =0 (j=12..n)

lhUp + nu;+..+ ru,+ rogve+ ryv +..+ rv,s<1

U/ U RN U I VA V AR VA I
modositott normal feladat.

A tovabbiakban feltesszik, hogy
g, (x)=x7" (j=12,..m)
és igy ag polinom fokszama legfeljebm—1. Ekkor n < m esetény minimalis értéke 0, hiszen a

LAGRANGE-féle interpolaciés polinom értékei az alappontakib@egegyeznek azfliggvény értékei-
vel. Elegend tehat azn = m esettel foglalkozni.

4. LINEARIS FUGGVENY ILLESZTESE A LEGKISEBB MAXIMUM  MODSZEREVEL
Legyen a kordbbi jeldlések mellettm=2, n22, ¢,(XN=1 g, (XN=x% és

I, =r, =...=r, = 1. Ekkor az illesztési feladat linearis programozastellje:

QX Ctu2 T

QX G+tuz

QX Gtu2 i

Q+XG-us T

QH+XG-Hs

CG+X% G-Hs i

¢, 6GUR, £=20

MU - min,

dudlja:
Up+ h+.+ U - - V—..— =0
XoUp XU+t X 4= %%~ XYy=—..m xy=0
U+ y+..+ Yy + yy+ y+..+ y=sl
Uy, Uiy Vs Y ey 2 0
foup + fu +...+ fu, - fovo— fivi—...— fy, - max

A feladat geometriai jelentése a kovetkezAdottak a sikbeli koordindta rendszerben a
Py (%0, o) P % f), ... R( %, f) pontok (X, < x <...<X,). Keressik azokat &, ¢, IR
értékeket, illetve az altaluk meghatarozygte C, X+ G egyenlef e egyenest, és azt @ =0 értéke-
ket, melyekre, minde® pontazy = C,X+ G — 4 és azy =C,X+ G + i egyenlel g ése, kozé
esnek, tovabbg/ minimalis.
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HaP, B,..,P

> egy egyenesre esnek, akkgrminimalis értéke 0, a keresetegyenes az adott
pontok egyenese.

Tegytlk fel ezutan, hog¥#?, B, ..., R,

> nem esnek egy egyenesre. Jeldljuk a pontok kobuekat

K-val. Nyilvanvalo, hogy az, és aze, egyenesek parhuzamos tamasz-egyenéeseik, vagyis az
adott pontoke, ése, kdzeé esnek gy, hogy kozuluk legalabb egy-egy pasizkedik a két egyenes-

re. Vildgos, hog¥ két olyan parhuzamos tAmaszegyenesét kell megjtadahelyeket a legrévidebb
tengely iranya eltolas visz egymasba. Most megadjukek szikséges és elégséeges feltételét. Téte-
link tulajdonképpen a Csebisev-féle approximaaés diszkrét valtozata linearis fliggvényekre.

Tétel. A nem egy egyenesrece®, (%, fy), P{ %, f),....,R( %, f) pontokk konvex burka-

nak két parhuzamos tamaszegyenesét akkor és ckak\agzi at egymasba a legrévidebltengely
iranyu eltolas, ha van a pontok kozott olyBn R, amelyik az egyik es olyaf, , amelyik a masik

tamaszegyenesre illeszkedik, §s< x; < X .

BizonyitasElegendseg.Tegyuk fel, hogy léteznek a mondott tulajdonsdyfiF, eés P, pontok.
Ha R, R afel$, P, az als6 tamaszegyenesen van, akkor behelyettditéBesrizhe®, hogy

I13% 7N pa s
2 X —X 1
= X - =
u|:%E-IX'7‘,haI:k y=ip Mal=l
X% 0, kulonber
0, kiulonben

a dudl feladat lehetseges megoldasa Xax X; < X feltétel a nemnegativitast biztositja). A ta-
maszegyenesek egyenlete alapjan szamdfott, és 4 értékek a primal feladat lehetséges megolda-
sat adjak. Figyelembe véve, hogy, R, és P, melyik tamaszegyenesre illeszkedik, a komplementa-
ritasi tétel alapjan kapjuk, hogy optimélis megsloléhoz jutottunk.

Ha R, R, az als6P; a fel$ tamaszegyenesen van, akkor az eleg®égl hasonléan igazolhato,
ha azu, ésv, valtozok értekei felcsereljik.

Szikségesséemdirekt modon tegyuk fel, hogy a két parhuzan@easzegyenesen nincs a mon-
dott tulajdonsagtR, K, és P; pont. Ekkor van olyarR és P, , melyekreX az adott pontok kozdl
az egyik egyenesre illeszkédabszcisszainak maximuma; az adott pontok kézil a masik egye-

nesre illeszketk abszcisszainak minimuma, &s< X .

Ha P, a fels, PJ az also tamaszegyenesen van, akRoés PJ korul a rajuk illeszkedl tamasz-

egyeneseket elég kicsi, de ugyanakkora szdggeaigalitatjuk negativ iranyban agy, hogy ismét par-
huzamos tdmaszegyeneseket kapjunk, de ezeket méelby tengely iranyu eltolas viszi at egy-
masba.
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Ha P, az als¢,P. a fel$) tamaszegyenesen van akkor pozitiv iranyd forgatassikkenthetjik
az eltolas hosszat.

igy a kiindulasi helyzethez nem tartozhatott adegtebb eltolas.
Ezzel a tételt bizonyitottuk

Figyeljik meg, hogy a tétel alapjan algoritmustatdhk az optimalis megoldas meghatarozasara:

Induljunk kiK egy oldal egyeneséh és hatarozzuk meg a vele parhuzamos tamaszegjyene

2. A tétel feltétele alapjan dontstk el, hogy a degiebby tengely iranyu eltolas viszi-e éket
egymasba. Ha nem, a 3., ha igen, 4. 1épés kovktkezi

3. A szikségesség igazolasanal leirt forgatasskkentsik az eltolas mértékét. A forgatashoz olyan
szoget valasszunk, hogy az egyik tamaszegyeregg/ Ujabb oldal egyenesébe menjen at, amelyre
az 1. lépésnél folytatjuk az eljarast.

4. A kapott tAmaszegyenesek tavolsagat éefmrhuzamos a feladat optimalis megoldasat szolgal-
tatja.

=

Az eljaras véges, meK-nak véges sok oldala van, és minden lépésbenadbiaktol kilonbod
oldal egyenesét kapjuk, mivel a tamaszegyenesei@hd&sba viv y tengely irdnyu eltolas mértéke
csokken.
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