HORNUNG TAMAS*

Diszkrét egyenletes kozelités:
a linearis programozas egy alkalmazasa

Discrete smooth approximation: an application of linear programming

The best discrete approximation can be written as a linear programming
problem to minimize the (weighted) maximum error between the original function
and the linear combination of the basis function in a number of particular points.
On this basis, we prove the discrete versions of both Chebishev's alternation
theorem and Haar’'s uniqueness theorem of the best approximation if the basis
functions are continuous and form Chebyshev system. We present an algorithm to
find the best discrete approximation.

Bevezetés

Gyakorlati problémak vizsgalatanal el6fordulhat, hogy egy egyvaltozds valds
figgvény értékének mérésére az értelmezési tartomany diszkrét helyein, az
alappontokban, tobb kisérletet végeznek, és a fliggvényértékeket a mérési
eredmények szamtani atlagaval kozelitik. Felmertlhet a kérdés, hogyan be-
cstilhetd a fuggvény bizonyos alapfiiggvények linearis kombinacidjaval.

Ha az alappontok szdma nagyobb az alapfliggvények szamanal, akkor altala-
ban nem varhaté, hogy az illesztendd figgvény az alappontokban megegyezzék
a mérési atlagokkal. Ilyenkor egy lehetséges célkitlizés, hogy a becsl§ fliggvény
értékei az alappontokban egy adott megbizhatdsagi szinthez tartoz6 konfidencia
intervallumon belil legyenek, ha ez lehetséges.

A probléma linearis programozasi feladattal oldhaté meg: a korlatozé felté-
telekben kikoétjuk, hogy az alappontokban az illesztendd fiiggvény eltérése a
mérési atlagtol legfeljebb a konfidencia-kérnyezet sugaranak p-szérose legyen,
majd keressiik az alapfiiggvényeknek azt a linedris kombindacidjat, amelyre u
minimélis. Ennek a linedris programozasi feladatnak mindig 1étezik optimalis
megoldasa. Az optimalis becsld fuggvényt legjobb diszkrét kozelitésnek nevez-
ziuk. Ha a kornyezetek sugarai egyenl8k, akkor legjobb diszkrét egyenletes ko-
zelitésr6l beszéliink. Ha g minimuma legfeljebb 1, a kivant kozelitést kapjuk, ha
1-nél nagyobb, akkor nem létezik megfeleld becslé fuggvény.

Felhasznalva a linedris programozasi modell sajatos szerkezetét, kézvetleniil
vizsgalhat6, hogy egy becsld fliggvény optimalis-e, és ha nem az, hogyan javit-
hat6. Dolgozatunkban azzal az esettel foglalkozunk, amikor az alapfiiggvények
CSEBISEV-féle rendszert alkotnak. Egy m+1 fliggvénybdél 4ll6 rendszert CSEBISEV-
félének neveziink az [a,b] intervallumban, ha barmely nem trividlis linedris
kombindéciéjanak legfeljebb m gyodke van az [a,b] intervallumban. Az ilyen flugg-
vény-rendszer linearis kombindacidival egyértelmlen elGallithaték az alternald
figgvények, amelyek kiilonbsége a mérések atlagatél m+2 szdmu, nagysag sze-
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rint rendezett alappontban valtakozva d és —d-szerese a megfeleld kérnyezet
sugaranak valamely d valds szamra.

Az el6adasban megmutatjuk, hogy minden alternalé fliggvény egyértelmien
meghatarozza a dudl feladat egy nem degeneralt lehetséges bazismegoldasat,
amelynek célértéke Od[. EbbdSl a dualitasi tételek alapjan megadhaté annak
feltétele, hogy egy alternalé fliggvény optimalis legyen. Ha egy alternalé fugg-
vény nem a legjobb diszkrét kozelités, akkor algoritmust adunk a javitasra,
amellyel véges sok 1épésben megkapjuk az optimalis megoldast. Igy adédik egy-
részt CSEBISEV alternalasi tételének diszkrét valtozata: az alapfliggvények li-
nearis kombinacidja akkor és csak akkor a legjobb diszkrét egyenletes kozelités,
ha olyan alternalé fliggvény, amelynek hibaja az 6sszes alappontban kisebb
vagy egyenlS a megfeleld kornyezet sugaranak Od-szeresénél. Masrészt kovet-
kezik HAAR ALFRED tétele diszkrét valtozatdnak egyik felét: CSEBISEV-féle
rendszer esetén a legjobb diszkrét kozelités egyértelmd.

A legjobb egyenletes kozelités folytonos valtozata megtalalhaté pl. az [1], [5],
[6], [7] irodalomban. A legjobb diszkrét egyenletes kozelités linearis programo-
zasi modellje szerepel [1]-ben, a legjobb diszkrét kozelitést add linearis filigg-
vény eldallitasa [3]-ban, a legjobb diszkrét kozelitést adé polinom eldallitasa [4]-
ben. HAAR tétele megtalalhaté pl. [2]-ben és [7]-ben.

A legjobb diszkrét kozelités és LP modellje

Legyen adva az [a,b] intervallumban értelmezett f valés fliggvény értéke az
Xy <, ... <x, alappontokban (n O N, a < x,, x, < b):
f; =f(x) @i=0,1,..,n),
és legyenek adva az r;> 0 szamok minden i =0, 1, ..., n-re.
Az f fuggvényt az [a,b]-n értelmezett @, ¢, ..., @,, (mON) alapfiiggvények
p=cop,+c,9,+...+c,d, (ccy...,c,, R)

sz

értjik, amelyre tetszdleges x; alappontban ¢@(x;) tavolsaga f;-t6l legfeljebb r,, azaz

Of, — ¢(x) O<rir =0, 1, ..., n).
Az ri>0(@G@=0,1, .., n) feltétel miatt a kozelités mértéke nyilvan

w1 -t 010

vagyis az adott figgvényértékektll mért sulyozott eltérések maximuma.
Legjobb diszkrét kozelitésnek (ha létezik) az alapfiiggvényeknek azt a linearis

s

ci6 kozil a legkisebb. Ha ry=r; =...=r,>0, akkor az adott fliggvényértékektsl
mért legnagyobb eltérést minimalizaljuk, ezért legjobb diszkrét egyenletes kézeli-
tésrél beszélink. Altaldban azonban az alappontokban az r; > 0 értékek lehetnek
kiilonbo6zbk is, mint példaul a bevezetésben emlitett problémanal. Ha pedig min-
den f;>0 és r;= 1/f, akkor a legnagyobb relativ hibat minimalizaljuk.
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A legjobb diszkrét kozelités megadhaté linearis programozasi feladattal is. A
modellben a ¢, c;, ..., ¢,, elGjelkorlat nélkiili és a ¢/ nem negativ valtozok szerepel-
nek, a feltételek és célfiiggvény a kovetkezdképpen irhatok fel:

Bo (X% )Co+P1(%)Cr+ .+ B (%) +ru= T (i=0,1,.n)
Bo (X )Co +#1(%)Cr+..+ B (%), —ru<f (i=0,1,.n)
€y GG OR, 420
M — min
Vezessiilk be a kovetkezl jeloléseket! Tetszbleges a<u,<u,;<..<u,<b
(RON), U={uy, uy, ..., uy} esetén

| #o(Up) #1(Uo) - #m (o)
o, - ¢0(ul) ¢1(u1)...¢m (ul)
o () 21 (ue) - B (u)

Ha U az alappontok halmaza, akkor @, helyett roviden ®-t irunk. Legyen tovabba

fo o Co
f= 1:1 r= ":1 c= (31
L 1:n M Cm
Ekkor a linearis programozasi modell a kévetkezd alakban irhaté:
Dc+ru=f
@®c-rust p=0 (1)
M — min

A feladatnak nyilvan van lehetséges megoldasa pl.

i = O,l,...n},

tovabba célfiiggvénye alulrél korlatos, azért igaz a kovetkezd:

1. tétel. Az (1) feladatnak létezik optimalis megoldésa, azaz tetszéleges x,, x4, ..., %,
alappontok (n O N, a < x,, x,<b), fo, f1s - [, fUggvényértékek és r, ry, ..., r, pozi-
tiv szamok esetén létezik legjobb diszkrét kozelités.

c=0 y=max{%|fi|
i

CSEBISEV-féle fliggvényrendszer

Az (1) feladat sajatos szerkezetét felhaszndlva lehetdség nyilik a legjobb diszk-
rét kozelités meghatarozasara anélkiil, hogy az (1) feladatot megoldanank. A
dolgozatban azzal az esettel foglalkozunk, amikor az alapfiiggvények CSEBISEV-
féle rendszert alkotnak.
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Definicié. Az [a,b] intervallumban értelmezett @,, @;, ..., @, (mON) fliggvé-
nyek CSEBISEV-féle rendszert alkotnak [a,b]-ben, ha barmely nem trivialis linearis
kombin4ciéjuknak legfeljebb m gyoke van [a,b]-ben.

Példaul a ¢i(x) =x (=0; 1; ...; m) figgvények CSEBISEV-féle rendszert alkot-
nak tetszdleges intervallumon, hiszen minden legfeljebb m-edfokd polinomnak
legfeljebb m gyoke van.

Jegyezzik meg, hogy ha egy fliggvényrendszer CSEBISEV-féle [a,b]-ben, akkor
linearisan fliggetlen is [a,b]-ben, forditva azonban altalaban nem igaz. A
CSEBISEV-féle rendszer jellemzésére ismert a kovetkezd:

2. lemma. A ¢,, ¢,, ..., ¢,, fliggvényrendszer akkor és csak akkor CSEBISEV-féle
az [a,b] intervallumban, ha az [a,b] intervallum minden m+1 elemd X részhal-
mazara OPx[# 0.

Bizonyitds. Legyen X az [a,b] intervallum m+1 elemd részhalmaza. OPx= 0
akkor és csak akkor teljesiil, ha ®x oszlopvektorai linearisan 6sszefiiggdk. Létez-
nek tehat olyan ¢, c;, ..., ¢,, 0 R szdmok, amelyek kozott van 0-tdl kiilonbo6z6, és
CoPolx) + 1y (x) +...+c, @, (x) =0 minden i=0,1,..,m esetén, vagyis a
coPo t C1¢; + ... ¢, @, nem trividlis linearis kombinéciénak az X halmaz minden
eleme gyoéke.

@0 915 ..., @, tehat pontosan akkor nem CSEBISEV-féle, ha van az [a,b] inter-
vallumnak olyan m+1 elemd X részhalmaza, amelyre O0dx[F 0.

Sziikség lesz az 1. lemma folytonos fuggvényekre vonatkozé kovetkezs élesitésére.

3. lemma. Legyen ¢,, ¢,, ..., ¢,, folytonos az [a,b] intervallumban. Ekkor
@0, ¢, ... 9, akkor és csak akkor CSEBISEV-féle [a,b]-ben, ha [a,b] minden m+1
elemi X részhalmazara [Px[lugyanolyan elGjeld.

Bizonyitds. Az elegend@ség kovetkezik a 2. lemmabdl. A sziikségesség igazola-
sahoz tegyik fel, hogy @,, ¢, ..., #,, CSEBISEV-féle rendszert alkot [a,b]-ben.

Legyen X ={x,, 2y, ..., X,,}, @ Sx,<x; <...<x,, <b. Tetsz6leges x 0 [a;x;[ esetén le-
o,

gyen XO = {x9 xl’ seey xm}’ éS ¢(x) =

|9X0|els()’ sor szerinti kifejtésébsl kovetkezik, hogy ¢ linedris kombinaciéja

@0, P15 --er @,-nek, igy @ folytonos. A 2. lemma szerint @¢-nek nincs zérushelye
[a;x,[-ben, tehat folytonossdga miatt nem valthat elGjelet.

Hasonlé igaz x, helyett x,...,x,-re. Ebb6l pedig koévetkezik, hogy az
Xy, Xy, -y X,, PONtok tetszéleges megvalasztasara OPx0 ugyanolyan eljeld.

Legjobb diszkrét kozelités CSEBISEV-féle alaprendszerrel

Foglalkozzunk el8szér azzal az esettel, amikor az alapfliggvények szdma meg-
egyezik az alappontok szamaval, vagyis m = n. Igy az alappontokbdl allé6 X hal-
mazra ®, = ®. Helyettesitsiink az (1) feladatban = 0-t. Ekkor a modell feltételei:

Dyc+r0=f
Pyc-rosf
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Ha a ¢,, ¢, ..., ¢,, fliggvényrendszer CSEBISEV-féle az [a,b] intervallumban,
akkor a 2. lemma szerint ®x-nek létezik inverze. Tehat = 0-ra az (1) feladat
egyetlen lehetséges megoldasa

c=@yf, u=0,
ami egyben az egyetlen optimalis megoldas is.

Ha az alapfiiggvények szama nagyobb, mint az alappontok szama, m > n, és az
alapfiiggvények CSEBISEV-féle rendszert alkotnak [a,b]-ben, akkor az alappontok
halmazat tetszblegesen valasztott m —n darab ) ponttal kiegészitve a feladatot
visszavezethetjiik az m = n esetre. Ezért ¢ minimuma ekkor is 0. Mivel azonban
az 4j alappontokban a fliiggvényértéket barhogyan valasztva a kozelités mértéke
nem valtozik, az (1) feladatban végtelen sok optimalis megoldast kapunk.

A dolgozat hatralevs részében az m <n esettel foglalkozunk. Meg fogjuk mu-
tatni, hogy a legjobb diszkrét kozelitést elegendd az alternaléd fliggvények kozott
keresni.

Definicio. Legyen X :{xio,xil,_,,,><i 1}, az alappontok m+2 elemd részhalma-

m+

za, ahol 0<iy<i;<..<i,<n. A Dos D1 oes Doy figgvények

s 2

terndlé fiiggvénynek nevezziik, ha van olyan dy 0 R, amelyre
k .
Px (Xil)‘i'(—l) rinX = fiJ (J =0,1,..m+ :}
Ha bevezetjiik az

0
fio (_1 lo Cxo

1
fx=| | s= =), Cx = o
fi.-n+1 (—1) m+1 rim+1 Cxm

jeloléseket, akkor ¢y alternalé fliggvényt meghatdrozé m+2 egyenletbdl allo, m+2
valt6zot tartalmazé egyenletrendszert a

[%:&]Bi}f_x

alakban irhatjuk. Igaz a kévetkezo:

4. lemma. Legyenek a ¢,, ¢, ..., ¢,, alapfiiggvények folytonosak az [a,b] inter-
vallumban. Ha ¢,, ¢, ..., ¢,, CSEBISEV-féle [a,b]-ben, akkor az alappontok tetszs-
leges m+2 eleml X részhalmaza egyértelmtien meghatarozza a @y alternalé fiigg-
vényt.

Bizonyitds. A 3. lemma szerint [®,; s,[1utols6 oszlop szerinti kifejtésében min-
den tag 0-tdl kiilénb6z6, azonos eldjeld, igy [(®,; s,] nem szinguldris. Ebb6l:

[gx } =[®y: sx ]_1ix (2)
X
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Az optimum vizsgalatat az (1) feladat dualja segitségével végezhetjiik el. Fi-
gyelembe véve, hogy c,, ¢y, ..., ¢, el6jelkorlat nélkiili valtozdk és ( nem negativ, a
dual feladat a

ue-

uT v

<

" = o
1

IN

u”,v'20" (3)

uf -yt - max
moédositott normal feladat, ahol u* = [u,, u,, ..., u,,] és v¥ = [Vy, vy, ..., V,].
A (3) feladatban bevezetve az y, = u; — v, (i =0; 1; ...; n) valtozdkat, y; tetszéle-
ges elGjeld lehet, tovabba Oy,n< u, + v.. Igy ¥y = [yy, ¥4 -, ¥, -T€:

XDQ = ¢"
y[r<1 (4)

y't - max
ahol most Oy =[Oy, Oy,5; ...; Oy, 0" Ennek a feladatnak a lehetséges megolda-
sabdl pedig az

1 1
u=2(vil+ ) v =5 (ul-v) )
Osszefliggésekkel u, — v, = y,, u; + v, = Oy,0 miatt a (3) dudl feladat olyan lehetséges

megoldésa allithaté el6, amelynek célfiiggvény értéke megegyezik (4) célfiiggvény
értékével. Igy a (3) feladat helyettesithetd a (4) feladattal.

Az alternalé fiiggvények és a dual feladat kapcsolatat mutatja a kovetkezd,
5. lemma. Legyenek a ¢, ¢;, ..., #,, alapfliiggvények folytonosak az [a,b] inter-
vallumban. Ha @, ¢,, ..., §,, CSEBISEV-féle [a,b]-ben, akkor tetszlleges ¢y alter-
nalé fuggvény meghatarozza a dual feladat egy nem degeneralt bazismegoldasat,
amelynek célértéke Od, [

Bizonyitas. Legyen W* = [, ¢, ..., ] a [Py sx]! inverz matrix utolsé sora,
vagyis \|_;D =€ [®y; s¢ ]_l, ahol ¢, az m+2-edik egységvektor transzponaltja.
Legyen X = {xio, X5 eees xim+1}’ ahol 0=, <i; <..<i,sn. Azyy=[yx, ¥x» - Yx,I*

vektort a kovetkezGképpen értelmezzik:

_ ¢, hai =iy
Yxi = 0, kulénbet
Mivel
(W@ v [= w00 50] = € [ 5] [0 8¢] = €z
azért

YDQX =0, ED§X =1

Felhasznaljuk még, hogy a 3. lemma miatt [®,; s5] adjungalt matrixdnak utol-
s6 sordban, és igy P*-ban, az elemek elGjele valtakozik.
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Most helyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy yy lehetséges megoldas:
O —. .0 _ 0 o, _ |0 | =
Xxg_"_’ @y =0, ‘XX‘L_“I_’ §X‘ =1
célértéke (2) miatt:
O¢ _ _ 0 . -1, _
Xxi —‘I_’Dfx __m+2[1)X1§X] fx =dy

Ugyanigy —yy is lehetséges megoldas, célértéke —dy. Az yy és —yy lehetséges
megoldasok koziil tehat az egyik célértéke Od [

Végil yy iy, iy, ..., i,, indexd elemei nem 0-k, elGjeliik valtakozik. Igy az (5) 6sz-
szefliggés alapjan a (3) dudl feladat yy-nek megfelel§ lehetséges megoldasaban a
nem 0 elemek sorvektorainak rangja egyenld a [®y; sy] matrix rangjaval, azaz
m+2-vel. Tehat az yy és a —yy megoldasokhoz (5) alapjan a (3) duél feladat nem
degeneralt lehetséges bazismegoldasai tartoznak.

Az 5. lemma lehetdvé teszi, hogy a linearis programozas dualitasi tételeit al-
kalmazzuk. El6szor az optimum feltételét adjuk meg.

6. tétel. Legyenek a ¢, ¢,, ..., ¢, alapfiiggvények folytonosak az [a,b] inter-

vallumban. Ha @, @, ..., §,, CSEBISEV-féle [a,b]-ben, és a @y alternalé fliggvényre
minden x; alappontban

|fi — Py (Xi)|Sri|dx|’
akkor ¢y a legjobb diszkrét kozelités.

Cx
Bizonyitds. A tétel feltételei szerint [\ dxd az (1) primél feladat lehetséges meg-
oldésa, és célértékeldy[). Az 5. lemma szerint a dual feladatnak van olyan lehet-
séges megoldasa, amelynek célértéke szinténd,[l. A gyenge dualitasi tétel kovet-

c
keztében L d:d a primél feladat optimalis megoldasa.

Mint az 5. lemmaéaban lattuk, minden alternal6 fuggvényhez a dudl feladat
egy lehetséges bazismegoldasa tartozik. Ha egy alternalé fuggvény nem a leg-
jobb diszkrét kozelités, akkor (1ényegében a dudl szimplex algoritmus menetét
kovetve) attérhetink egy maésik alternalé fliggvényre, javitva koézben a duél
célértéket.

7. tétel. Legyenek a @, @, ..., §,, alapfiiggvények folytonosak az [a,b] inter-
vallumban. Ha ¢,, ¢,, ..., ¢,, CSEBISEV-féle [a,b]-ben, és a @y alterndld fuggvény
nem a legjobb diszkrét kozelités, akkor megadhaté olyan ¢, alternalé fiiggvény,
amelyre

OdxO< Odyl

Bizonyitds. Legyen X ={x; ,x;, ..., x; },aholusiy<i<..<i,;sn.Haa ¢y
alternalé fuggvény nem a 1eg0j0bb diszKrét kozelités, akkor az 6. tétel szerint léte-
zik olyan x (L A ) alappont, amelyre

[Ty = #x (%) > | dy] ®)

Legyen Y=X0O{x,}\{x}, ahol az x; 0 X alappont ! indexét a kovetkez6képpen
hatarozzuk meg:
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(i) I =iy, hax <X <X ,és sg(1fk - @y (xk)) = sirfit - @y (xit ))
ahol@tsm+ 1x =-co ¥ =00

(ii) 1 =i, hax, >x . és soff gy (%)) == sdrf,  -#x(x..)).

(ii}) 1 =i, hax, <x, . és soff =gy (%)) == sqrf, =y (x,)).

Tegylik fel, hogy Y elemeit nagysag szerint rendezve x, a j+1-edik, azaz (i) ese-
ténj =1, (i) esetén j = m + 1 és (iii) esetén j = 0. Legyen ezutan

£ _ i
fy =ty + (¢x (Xk) + (_1) nody - fk)gj :
Lathato, hogy a ¢y alterndld fiiggvény cy egyltthatévektora és (i) esetén

dy =dy, (i0) és (iii) esetén dy =—dy kielégiti a

[@is ] 5 |=F,

linearis egyenletrendszert. Ugyanakkor a ¢, alternal¢ fliggvényhez a

D, ; Sy _QY =1y
(@is ]3]

egyenletrendszer tartozik. igy

dy —dy =€, [QY; §Y:|_1f_Y —§§+2[Qv; _SY]_

= € [QY Sy Tl (f—Y -ty ) -

(1= (50) = (-0 b5 e

Itt egyrészt a (6) feltétel szerint f, —g¢, (xk) nagyobb abszolut értékd,

mint(—l)j N dy s ezért,
sgn(( f — &x (Xk)) _(_ ])j Nk dx) = Sgr( f — &x (Xk)),
masrész f -o (Xl) = (_1)j rody miatt (i), (ii) és (iii) barmelyike esetén
sgn( f, -y (xk)) = sgr((— ).j r, d;) = sg((— )idx)
Végul ‘ [(I_)Y; §YN utolso6 oszlop szerinti kifejtése alapjan Sgn(‘ [QY ;§Y:H) =

= (_1)m+1 Sgr(‘gw{xk}‘), ahonnan
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0 = (-2)™*" Dyyx)

s I B O rers e

Ezek alapjan
sgn(dy —dy ) = sgl'(( fie = Bx (%))~ (- ) dx) Sg(EE"'Z [QY Sv Tlgj) )
= sgn((- ) d'x)(‘ ) = sofdy)

|dy|=|dy —di[+|di| =] dy|=]dx],
amit bizonyitani akartunk.

A 6. és a 7. tétel alapjan algoritmust adhatunk az optimalis megoldas meghata-
rozasara az [a,b] intervallumban folytonos, CSEBISEV-féle alapfiiggvény-rendszer
esetén, ha az alappontok szama nagyobb, mint az alapfiggvények szama:

I. Induljunk ki az alappontok egy (m + 2) elembdl 4116 X részhalmazb6l.

II. Hatarozzuk meg a @, alternald figgvényt.

III. A 6. tétel alapjan dontstik el, hogy @y a legjobb diszkrét kozelités-e. Ha igen,
befejez6dott az eljaras nem, ha a IV. 1épés kovetkezik.

IV. A 7. tétel bizonyitasanal leirt médon hatarozzuk meg az Y halmazt, majd X
helyébe Y-t téve folytassuk az eljarast a II. 1épésnél.

Az eljaras véges, mert az alternalé fliggvények halmaza véges, és 0d,[J minden

Innen

1épésben novekszik. fgy az 1. tétel és az algoritmus alapjan megkapjuk CSEBISEV
tételének diszkrét valtozatat:

8. tétel. Legyenek a ¢,, ¢, ..., ¢, alapfiiggvények folytonosak az [a,b] inter-
vallumban. Ha ¢,, ¢,, ..., §,, CSEBISEV-féle [a,b]-ben, akkor az alapfliggvények ¢
linearis kombinacidja akkor és csak akkor a legjobb diszkrét kozelités, ha ¢ alter-

nalé figgvény az x,, x;, ..., X, alappontok (m <n) valamely (m+2) eleml X rész-
halmazara, és minden alappontban
|f =@ (%) <r]dx]-

A 5. lemma szerint az alternald fuggvényekhez a dual feladat nem degeneralt
bazismegoldasa tartozik, igy kapjuk HAAR tételének diszkrét valtozataban az
elegenddséget (a szikségesség igazolasat az olvaséra hagyjuk).

9. tétel. Legyenek a ¢,, ¢, ..., ¢, alapfliiggvények folytonosak az [a,b] inter-
vallumban. A legjobb diszkrét kozelités akkor és csak akkor egyértelmd az [a,b]
intervallumban megadott, tetszfleges n szamu alappont esetén (n>m), ha
&0 91, ..., ¢, CSEBISEV-féle rendszert alkot [a,b]-ben.
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