DR. GUBAN MIKLOS*

Egy tobbfokozati centrumkeresési probléma belsé fazi-
sanak nem linearis programozasi modellje és egy megol-
dasi mddszere

Non-linear programming model and solving method
of the first phase of multiphases centre problem

In this article, | will to give an integer non-linear programming model of the first
phase of the three phase method. The objective function of this model has got an
indefinite quadratic form. This problem has not got any exact algorithm. But the
variables of the model are special, as these are integer variables, and their values
are 0 or 1. If we substitute these variables with new special variables, and change
some conditions, the new model will be linear integer programming model. The
components of the original objective function are rational numbers (these compo-
nents are cost components), so it can give a new objective function with integer
coefficients. The optimum of this new function will correspond with the original ob-
jective function. The new model with the new objective function has got an exact
solving method this time.

1. Bevezetés

Korabbi dolgozatokban mar megmutattam, hogy egy telepitési probléméhoz
megadhaté egy matematikai programozasi feladat [2, 3]. A telepitési probléma
valdjdban egy specidlis centrumkeresési probléma, melynek teljes altaldanos
megolddasa nem létezik. Specidlis esetekben, mint példaul az adott telepitési
problémanal azonban nagyon jé koézelit6 moédszerek alkothaték. Korabbi cik-
kekben a feladat megoldasdhoz megadtam egy haromfokozati heurisztikus al-
goritmust, amely hatékonyan oldja meg a teljes telepitési problémat. Felvet6dik
azonban annak a kérdése, hogy ez a feladat egzakt mddszerekkel megoldhaté-e.
Ennek eldontéséhez csak a haromfokozata heurisztikus algoritmus belsd fazisat
kell megvizsgalnunk, hiszen a masik két fazishoz természetesen megadhatbak
egzakt médszerek. Ezt korabbi cikkeimben meg is adtam [2, 3, 9].

Ebben a cikkben els6ként azt mutatom meg, hogy egy haromfokozata cent-
rumkeresési probléma belsd fazisahoz megadhaté egy kvadratikus programoza-
si feladat, melynek a feltételrendszere nem linearis. Emellett a modell célfiigg-
vénye sajnos egy indefinit kvadratikus alakkal rendelkezik [1]. Ez a probléma
altalanos esetben egzakt médon nem oldhaté meg. Azonban a feladatban sze-
repl§ valtozok specidlisak, azaz egészértéklek és 0 vagy 1 értékeket vehetnek
fel. Ha a modellben szerepld meghatarozott valtozok helyett 0 valtozdkat veze-
tink be és megfeleld 4j feltételeket vesziink a feladathoz, akkor megadhaté egy
olyan egészértékd probléma, melynek célfiggvénye linedris lesz. Az eredeti a
célfiiggvénynek a komponensei a feladatbél eredden (hiszen kéltségelemek)
racionalis szamok, ebbdl kovetkezik, hogy a célfiiggvényhez megadhat6 egy
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olyan egészértékl célfiiggvény, melynek az optimuma ugyanott van, ahol az
eredeti célfiggvénynek. Ha ezt az 4j célfiiggvényt tekintjiik, akkor erre a prob-
lémara mar 1éteznek olyan mddszerek, melyek iterativ médon megoldjak a fela-
datot [10].

Az alabbiakban részletesen megadom a feladat modelljét és a megoldas méd-
szerét.

2. A feladat feltételrendszere

A feladat feltételrendszere kis médositdssal megegyezik az [1, 2]-ben leirtak-
kal, igy azt felhasznalhatjuk ehhez a modellhez. Ebben a cikkben nem részlete-
zem az egyes elemek gyakorlati jelentését, ezt mar tobbszér megadtam, és eb-
ben a cikkben nem is hasznilom ki a jelentésiiket. Egyediil azt a tényt fogom
felhasznalni, hogy a célfiiggvény koltségkomponensei pozitiv racionalis szamok.
A problémat, mar mint matematikai modellel rendelkezé feladatot tekintem. A
jelolésekben az [1, 2]-ben alkalmazott jel6léseket hasznalom.

A feladat modellje 6sszefoglalva a kévetkezd lesz:

XY 20; x% =int (k =1,...n;i =1,...,py;v =1,...,m) (1
y" 20; y* =int (k=1..nj=1,..rg;u=1...,w) (2
Zn:x; =1;(i =1,....p,; v=1,...,m) ®3)
k=1
Zoly: =Lk =1....n;u=1,..,w) (4)
=1
Po
D xga, <k =1,..nv =1,...,m) (5)
i1
Po
D xia, 2k =1..nv=1,..,m) (6)

xydy <b (=1 rp=1,...,w) (7

m W Po m n
Kred (X'y): Zxﬁlzzkkjus[zqnaluJ kjykj +ZZZ(|(E§CMIL| +kkvck|)(k| - mm (8)
i pu=1 i=1 v=1 k=1
Jeldlje
x =l ]y =] ©)
Ez a feladat egy nem linearis programozéasi feladat, melynek a kvadratikus

alakhoz tartozé méatrixa indefinit. Ezt igazoltam [1]-ben. Emellett a (7) feltétel
nemlinedris feltétel.
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3. A feladat visszavezetése linearis egészértéki feladatra

A megoldashoz egy linearis feltételrendszert és célfiggvényt kell megadnunk.
Helyettesitsiik az y komponenseket egy y véaltozéval. Harom feltételben
[(2),(4),(7)] és a (8) célfiiggvényben szerepelnek y valtozék. Ezeket kell atalaki-
tanunk. Jeldlje

yir =xyyb ik =1,..n i =1,...,pgi i =L, Foil =1, mp =1, w;v =1,...,m), (10)
v =[]

3.1. A (2) feltétel 4talakitdsa
Tekintsiik a (2) feltételt. Ekkor az 4j feltételrendszerben az
Vi 20y =int (11)
feltétel teljesil, hiszen mind az x, mind az y komponensek nem negativak. Az

egészértékiiség is teljesiil, mert két egész valtozd szorzata is egész lesz. (Emel-

lett teljesiil, hogy a bevezetett y|j' valtozok szintén 0 és 1 értéket vehetnek

fel.)

3.2. A (4) feltétel dtalakitdsa
A (10) és a (3) alapjan

DV ED vl =y DX =yl (12)
=1 =1 1=1
Ebbdl kapjuk:
Zyjijvk“ =yl i O{L....po}. (13)
1=1

Ez a visszafejtési dsszefiiggés. A (2) feltétel (4) alapjan a

izn:y;;k“ =1 (14)

j=1 1=1

dsszefiiggés lesz. Figyelembe véve a (2) feltételt, az alabbi 6sszefiiggéshez jutunk:

zy;:f = leli/ykj = XIITZ Y = i
=1 =1 =1

: (15)
A (16) osszefiiggést atalakitva, az Gj (4) feltétel az alabbi lesz:
~Xp + )y =0. (16)
j=1
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3.3. A (7) feltétel dtalakitdsa
A (7) feltétel bal oldala nem linedris:

Zn_:ykaz:xk,dIu <h, (17)

v=l i=1

Alakitsuk at a kovetkez6képpen:

Zizxmym w S Pjy- (18)

k=1 v=1 i=1

Alkalmazva a (10) 6sszefiiggést, kapjuk:
n m P

ykuu d, < b (19)

k=1 v=1 i=1 v
A feltétel baloldala mar linedrisan fiigg y,y -t6l. A feltételrendszert atalaki-

tottuk ugy, hogy a nemlinearis feltétel linearis lett.

3.4. A célfiiggvény

Induljunk ki a (8) célfiiggvénybél (ez a redukalt koltségfiiggvény). Rendezziik
at a kovetkez§ alakba:

Po

K oo (,y) = zzzzzkw{zqnam}k,xk.ykj £33 kBl +kley k.20

=1 k=1 v=1 j=1 p=1 i=1 v=1 k=1

Alkalmazzuk a (10) 6sszefiiggést:

red X y Zzzzzkkjus(iqitathI'kaL\l/jt +2ii(ks\ic\lil”q +kMCkl )(\IL <21)
t=1

i=1 k=1 v=1 j=1 p=1 i=1 v=1 k=1

Ez mar egy tiszta egészértékl linearis programozési feladat célfiggvénye. A
teljes modell a kévetkezd lesz:

X\lii =>0; X\Iii =int (k =1,..nji = '.._,po;v :1’.“,m)
y,"z0; y'““ =int
(| =1,..nk=1,..n;i= ,...,pO,J =1...,rgu=1...,w;v :1,.__,m)
ix\lii =1; i =1,...,p0;V:1,...,m)
ZZy],fk“ =1; ' 1,...,p0;k:1,...,n;v:1,...,m;u:1,...,w)
=1 1=
=Xy +Zy1““k“ =0 sk =100 =1,...psiu=1,...,w;v =1,...,m) (22)
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Po
dxya, <c’s k=1,..nv=1...,m)

Po

Z. Yiik diyy < bju;(j =1,...,r0;u=1,...,w)

- Po N

Kred(xﬁy'): ” i

Po m n

ikkﬁs[z%tawj Y ik +ZZZ(kE\iCk|”« +kkak|)(k| - min

izl v=l k=1

3.5. Tétel

A (22) feladatnak akkor és csak akkor van optimélis megold4dsa ha az eredeti
feladatnak is van optimalis megoldasa. Az egyik optimalis megold4sabdl szar-
maztathaté a masik feladat optimalis megoldasa. A két feladatnak optimalis
megoldas esetén a célfiiggvény értéke ugyanaz lesz.

Bizonyitds
Jeldlje L a nem linearis feladat lehetséges megoldas halmazat és jelolje L,

a (22) feladat lehetséges megoldas halmazat. Legyen [ﬂ OL, . Képezzik beldle
a (10) alapjan a [;} -t Ez a vektor a (11)-(19) 6sszefiiggések alapjan kielégiti a
(22) feltételrendszerét, azaz B(l OL,

Ez forditva is igaz. Legyen B(l OLg. Alkalmazzuk a visszafejtési osszefiig-

X
gést. A kapott { } vektor eleget tesz az (1) feltételnek, hiszen az x feltételei
y

nem valtoztak. (2) feltétel az x és y' nem negativitasabél és egészértékiiségébsl
kovetkezik. (3) kovetkezik (13,16)-bbl. (7) feltétel (19,18,17) ekvivalens atalaki-
tasokbdl kovetkezik.

X
Tegytik fel, hogy {yo

} OL, optimalis megoldasa az eredeti feladatnak.
0

Ekkor fenn4ll: Ko (%0,¥0) S Ko (%), mDLN . (23)
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X
Képezziik az [y?} OLe (10) szerint.

0

Kred(XO’yO):Kred(XO’y'o)' (24)

Barmely[ l OLg vektorhoz — a visszafejtési 6sszefliggés szerint egy rogzitett
y

. X
[ D{l,... ,po} érték esetén — megadhatd egy { }D Ly-
y

Erre teljesil: K oo (6 Y) = K g (x,y7). (25)

Tehét: Kred(XO’y;J):Kred(XO'yO)SKred(xiy)zKred(Xiy')' (26)
XO

Ebbdl kovetkezik, hogy [y }DLE optimdlis megolddsa (22)-nek. Az 4allitas

0

X
forditva is igaz. Ha most { ?}DLE (22) optimélis megolddsabél indulunk ki,
Yo

akkor az el6z6 gondolatmenethez hasonléan kapjuk, hogy a szarmaztatott

X
[ 0} OL, optimalis megoldasa lesz az eredeti feladatnak.
0

A fentiekbdl kovetkezik, hogy az x,; valtozéknak ugyanaz lesz az értéke az
optimalis esetben, az yt valtozék értéke pedig a (13) visszafejtési osszefiiggés-

b8l meghatarozhaté. Ebbdl kovetkezik, hogy elegendd megoldani a (22) felada-
tot.

A célfiggvény komponensei koltségek, melyek pozitiv raciondlis szamok.
Alakitsuk most at a célfiiggvényt ugy, hogy megszorozzuk egy alkalmasan va-
lasztott konstanssal. Ez a konstans legyen a koltségelemek nevezdjének legki-
sebb kozos tobbszorose:

K'red = k DKred ’ (27)

ahol k a koltségelemek nevezgjének a legkisebb kozos tébbszorése. Ekkor min-
den koltségelem egész szam lesz. Jeldlje

% = {X} , (28)
y

¢ =[5, e (29)

S kaﬁz S fkscaty +kiien ke H (30)

v=l k=1

ahol
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Eﬁkfjis[qut tu] k1‘| (31)

Konnyen belathato, hogy a feladat most mar egy
x 0{oa}
AX <b T =int (32)
f(x)=¢'x - max
alakra hozhaté [10]. A célfiiggvény korlatos a lehetséges megoldasok halmazan.
Ennek a belatasa nagyon egyszerd. Az X komponensei 0 vagy 1 értékiek, a C
komponensei pozitiv egész szamok. Ebbdl kovetkezik:

0<f(x)=¢'x<t’'1=K. (33)

4. A megoldas algoritmusa

Ez a feladat mar rendelkezik egzakt megoldasi médszerekkel. Ilyen megoldas
lehet a tiszta egészértéki feladatok a G-metszeten alapulé megoldasi mddszere.
Egy masik megold4si médszer, melyet kicsit részletesebben is ismertetek a [11]-
ben taldalhaté metszdsikok mddszerén alapul, kiegészitve a gradiens médszerrel.

4.1. lépés

Vegyiik a AX <Db (34)

folytonos feladatot és oldjuk meg. Ennek a kvadratikus feladatnak mar vannak
egzakt megoldasi médszerei, hiszen

§(®)=x"(x-1)=x"%x-X'1=XEX-X'1, (35)
tehat a kvadratikus alakhoz tartozé matrix mar pozitiv definit (E) és ebben az
esetben mar megoldhaté a feladat [10].

Ehhez keressiik meg a feladat egy lokalis minimumét a gradiens (vagy haté-
kony irdnyok) médszerrel, majd a metsz8sikok médszerével sziikitsiik a hal-
mazt. Ezt egészen addig ismételjik, mig a szlikitett L halmaz az iires halmaz
nem lesz. Valasszuk ki a kapott lokalis minimumok kéziil a legnagyobbat, ez
lesz az optimalis megoldas. A g korlatos a feladat lehetséges megoldasa halma-

zan (L ), hiszen
g(x)<o,x0OL. (36)
Ekkor, ha van a feladatnak lehetséges megoldasa, akkor a @ célfiggvény
korlatossdga miatt van optimuma is.
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4.2. lépés

Két eset lehet:

a) §(x,)=0,

b §(x,)<0.

Ha a b) teljesiil, akkor nincs lehetséges egészérték(i megoldasa a feladatnak,
ha a)teljesiil, akkor van. Az a) esetben vegyiik a feltételrendszerhez az

%)= f(x,)+1 (37)
feltételt és oldjuk meg Gjra a g célfiiggvénnyel az alabbi feladatot:
0<sx<1
AX<b
X (38)

4.3. lépés

Folytassuk ezt az eljarast a 4.2. 1épéstdl egészen addig, mig b) pontig nem ju-

tunk. Ilyen eset biztos lesz, hiszen f korlatos a (32) feltételrendszerhez tartozé
lehetséges megoldasok halmazan. Ha ez az 1. iteracids 1épésben all fenn, akkor
az el6z6 X,_; lesz az optimalis megoldas.

5. Osszefoglalas

A dolgozat egy multinaciondalis cég szerelGcentrumainak a telepitési modelljét
és a belss fazisanak egy megoldasi médszerét mutatja be (redukalt koltséggel).
A visszavezetés soran kvadratikus programozasi modellt kaptunk, melynek
csak specidlis esetekben van megoldasa, ezért a feladatot alkalmas atalakitasok
segitségével egy olyan linearis feladatta alakitottuk at, amelyben a valtozdk 0
vagy 1 értéket vehetnek fel. Erre a modellre alkalmaztuk a [11]-ben szerepld
megoldasi médszert, mellyel mar megkapjuk az eredeti feladat optimalis meg-
oldasat, amennyiben van ilyen. Bar a médszer megadja az optimumot, azonban
a fazisok tovabbi 1épéseit ismerve nem lesz hatékony, hiszen tébb Gjabb iteréci-
0s 1épés jon be, raadasul a feladat mérete

(po (N + 1y O +2n T + 1, (W) x[n Cp, T +r, W)] -rél (39)
tovabb novekszik
(po 0N +py T +m G + g, h? G [n +2n [in + o ) [n O, 0n 0L+ ry ()] -ra.(40)

Ennek a megoldési 1épésszamat jelenleg nem ismerjiik (ez egy késébbi elem-
zés része lehet), bar tudjuk, hogy mindenféleképpen véget ér az algoritmus [2,
11]. Az azonban a korabbi 1épésszam elemzésekbél és az egyiitthaté matrix mé-
retébdl lathatd, hogy nagyon nehézkes a médszer alkalmazdsa. Korabban [3]
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megadtunk egy heurisztikus algoritmust, amely a problémat hatékonyan kezel-
ni tudja. Ezek és [2] alapjan elmondhatjuk, hogy mindenféleképpen érdemes a
heurisztikus megoldast alkalmazni az eredeti telepitési problémara, ahol pél-
d4ul a legnagyobb matrix (mely kvadratikus) rendje csak
max (n 0p,;n y;w i) (41)

lesz.

Osszefoglalva tehat elmondhatjuk, hogy a feladat megoldhat6 egzakt médsze-
rekkel is.

6. Irodalomjegyzék

[1] GUBAN, M. — CSELENYI, J.: Quadratic linear-programming model to establish
delayed assembling plants oriented by logistics, Logistics Networks. Models,
Methods and Applications (Ed. T. BANYAI, J. CSELENYID) 2004, University of
Miskole, ISBN 963 661 641 8 pp. 279-288.

[2] GUBAN, M: Késleltetett (kihelyezett) dsszeszereld tizemek logisztika orientdlt
telepitésére szolgdlo matematikai modellek és modszerek fejlesztése
globalizalt termelés esetén PhD-értekezés. Miskolci Egyetem, 2004.

[3] GUBAN M., CSELENYI J, VADASZ D.: Comparing method of mathematical prog-
ramming and heuristic method to establish delayed assembly plants oriented
by logistics and examination of these methods. 4% Workshop on European
Scientific and Industrial Collaboration May 2003, T. TOTH, P. BIKFALVI, J.
GONDRI NAGY (Ed.) Published by Institute of Information Science University
of Miskole, ISBN 963 661 570 5 Miskolc Vol. IT pp. 587-594.

[4] GUBAN, M., CSELENYI J. (2004) 7The method and analysis of establishment of
logistic-oriented postponement assembly plants, Chapter 25, DAAAM Interna-
tional Scientific Book, 2004, Wien, B. KATALINIC (Ed.), Published by DAAAM
International, ISBN 3 901509 38 0, ISSN 1726 9687, Vienna, Austria pp. 255-264.

[5] GUBAN, M. — PROF. DR. CSELENYI, J. — DR. KOVACS, L. Methodes for establish
of delayed assembling plants oriented by logistics Miskolcer Gespréache 2001
Seminarband. 13-14. September 2001, Published by University of Miskolc
ISBN 963 661493 8, Miskolc pp. 77-83.

[6] GUBAN, M: Késleltetett dsszeszereld iizemek logisztikaorientalt optimalis
telepitésére szolgdalo matematikai modellek. Magyar Tudoméany napja.
Doktoranduszok féoruma. Miskolei Egyetem, Gépészmérnoki kar szekcidkiad-
vanya 2000. oktober 30. pp. 19-24.

[71 GUBAN, M: Heuristic algorithm to establish delayed assembling plants
oriented by logistics. 34 International Conference of PhD Students.
University of Miskole. 13-19 August 2001. ISBN 963 661 480 6 pp. 71-76.

[8] GUBAN, M, DR. CSELENYI, J: Mathematical model and heuristic algorithm to
establish delayed assembling plants oriented by logistics. Miskolcer
Gespraeche 2001.

[9] Operaciékutatas I.-II. szerk. CSERNYAK LASZLO, Nemzeti Tankoénykiadé, 1990.

[10] KREKO BELA: Optimumszamitds (Nemlinearis programozas), Kézgazdasagi és
Jogi Konyvkiadd, Budapest, 1972 KG-1802-k-7275 pp. 411-415.

180



