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Non-linear programming model and solving method
of the first phase of multiphases centre problem

In this article, I will to give an integer non-linear programming model of the first
phase of the three phase method. The objective function of this model has got an
indefinite quadratic form. This problem has not got any exact algorithm. But the
variables of the model are special, as these are integer variables, and their values
are 0 or 1. If we substitute these variables with new special variables, and change
some conditions, the new model will be linear integer programming model. The
components of the original objective function are rational numbers (these compo-
nents are cost components), so it can give a new objective function with integer
coefficients. The optimum of this new function will correspond with the original ob-
jective function. The new model with the new objective function has got an exact
solving method this time.

1. Bevezetés1. Bevezetés1. Bevezetés1. Bevezetés

Korábbi dolgozatokban már megmutattam, hogy egy telepítési problémához
megadható egy matematikai programozási feladat [2, 3]. A telepítési probléma
valójában egy speciális centrumkeresési probléma, melynek teljes általános
megoldása nem létezik. Speciális esetekben, mint például az adott telepítési
problémánál azonban nagyon jó közelítı módszerek alkothatók. Korábbi cik-
kekben a feladat megoldásához megadtam egy háromfokozatú heurisztikus al-
goritmust, amely hatékonyan oldja meg a teljes telepítési problémát. Felvetıdik
azonban annak a kérdése, hogy ez a feladat egzakt módszerekkel megoldható-e.
Ennek eldöntéséhez csak a háromfokozatú heurisztikus algoritmus belsı fázisát
kell megvizsgálnunk, hiszen a másik két fázishoz természetesen megadhatóak
egzakt módszerek. Ezt korábbi cikkeimben meg is adtam [2, 3, 9].

Ebben a cikkben elsıként azt mutatom meg, hogy egy háromfokozatú cent-
rumkeresési probléma belsı fázisához megadható egy kvadratikus programozá-
si feladat, melynek a feltételrendszere nem lineáris. Emellett a modell célfügg-
vénye sajnos egy indefinit kvadratikus alakkal rendelkezik [1]. Ez a probléma
általános esetben egzakt módon nem oldható meg. Azonban a feladatban sze-
replı változók speciálisak, azaz egészértékőek és 0 vagy 1 értékeket vehetnek
fel. Ha a modellben szereplı meghatározott változók helyett új változókat veze-
tünk be és megfelelı új feltételeket veszünk a feladathoz, akkor megadható egy
olyan egészértékő probléma, melynek célfüggvénye lineáris lesz. Az eredeti a
célfüggvénynek a komponensei a feladatból eredıen (hiszen költségelemek)
racionális számok, ebbıl következik, hogy a célfüggvényhez megadható egy
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olyan egészértékő célfüggvény, melynek az optimuma ugyanott van, ahol az
eredeti célfüggvénynek. Ha ezt az új célfüggvényt tekintjük, akkor erre a prob-
lémára már léteznek olyan módszerek, melyek iteratív módon megoldják a fela-
datot [10].

Az alábbiakban részletesen megadom a feladat modelljét és a megoldás mód-
szerét.

2. A feladat feltételrendszere2. A feladat feltételrendszere2. A feladat feltételrendszere2. A feladat feltételrendszere

A feladat feltételrendszere kis módosítással megegyezik az [1, 2]-ben leírtak-
kal, így azt felhasználhatjuk ehhez a modellhez. Ebben a cikkben nem részlete-
zem az egyes elemek gyakorlati jelentését, ezt már többször megadtam, és eb-
ben a cikkben nem is használom ki a jelentésüket. Egyedül azt a tényt fogom
felhasználni, hogy a célfüggvény költségkomponensei pozitív racionális számok.
A problémát, már mint matematikai modellel rendelkezı feladatot tekintem. A
jelölésekben az [1, 2]-ben alkalmazott jelöléseket használom.

A feladat modellje összefoglalva a következı lesz:
( )m,,1;p,,1i;n,1kintx;0x 0kiki KKK =ν===≥ νν (1)
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Jelölje

[ ]ν= kixx , [ ]µ= kjyy . (9)

Ez a feladat egy nem lineáris programozási feladat, melynek a kvadratikus
alakhoz tartozó mátrixa indefinit. Ezt igazoltam [1]-ben. Emellett a (7) feltétel
nemlineáris feltétel.
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3. A feladat visszavezetése lineáris egészértékő feladatra3. A feladat visszavezetése lineáris egészértékő feladatra3. A feladat visszavezetése lineáris egészértékő feladatra3. A feladat visszavezetése lineáris egészértékő feladatra

A megoldáshoz egy lineáris feltételrendszert és célfüggvényt kell megadnunk.
Helyettesítsük az y komponenseket egy y’ változóval. Három feltételben
[(2),(4),(7)] és a (8) célfüggvényben szerepelnek y változók. Ezeket kell átalakí-
tanunk. Jelölje

µννµ =′ kjlilijk yxy ; ( )m,,1;w,,1;n,,1l;r,,1j;p,,1i;n,1k 00 KKKKKK =ν=µ==== , (10)

[ ]νµ′=′ lijkyy .

3.1. A (2) feltétel átalakítása3.1. A (2) feltétel átalakítása3.1. A (2) feltétel átalakítása3.1. A (2) feltétel átalakítása

Tekintsük a (2) feltételt. Ekkor az új feltételrendszerben az
inty;0y lijklijk =′≥′ νµνµ (11)

feltétel teljesül, hiszen mind az x, mind az y komponensek nem negatívak. Az
egészértékőség is teljesül, mert két egész változó szorzata is egész lesz. (Emel-
lett teljesül, hogy a bevezetett νµ′

kijky  változók szintén 0 és 1 értéket vehetnek

fel.)

3.2. A (4) feltétel átalakítása3.2. A (4) feltétel átalakítása3.2. A (4) feltétel átalakítása3.2. A (4) feltétel átalakítása

A (10) és a (3) alapján
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összefüggés lesz. Figyelembe véve a (2) feltételt, az alábbi összefüggéshez jutunk:
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A (16) összefüggést átalakítva, az új (4) feltétel az alábbi lesz:
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3.3. A (7) feltétel átalakítása3.3. A (7) feltétel átalakítása3.3. A (7) feltétel átalakítása3.3. A (7) feltétel átalakítása

A (7) feltétel bal oldala nem lineáris:
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Alakítsuk át a következıképpen:
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Alkalmazva a (10) összefüggést, kapjuk:

µ
= = =

µ
νµ ≤′∑∑∑ j

n

1k

m

1v

p

1i

ikijk bdy
0

. (19)

A feltétel baloldala már lineárisan függ νµ′kijky -tıl. A feltételrendszert átalakí-

tottuk úgy, hogy a nemlineáris feltétel lineáris lett.

3.4. A célfüggvény3.4. A célfüggvény3.4. A célfüggvény3.4. A célfüggvény

Induljunk ki a (8) célfüggvénybıl (ez a redukált költségfüggvény). Rendezzük
át a következı alakba:
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Alkalmazzuk a (10) összefüggést:
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Ez már egy tiszta egészértékő lineáris programozási feladat célfüggvénye. A
teljes modell a következı lesz:
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3.5. Tétel3.5. Tétel3.5. Tétel3.5. Tétel

A (22) feladatnak akkor és csak akkor van optimális megoldása ha az eredeti
feladatnak is van optimális megoldása. Az egyik optimális megoldásából szár-
maztatható a másik feladat optimális megoldása. A két feladatnak optimális
megoldás esetén a célfüggvény értéke ugyanaz lesz.

BizonyításBizonyításBizonyításBizonyítás

Jelölje NL  a nem lineáris feladat lehetséges megoldás halmazát és jelölje EL

a (22) feladat lehetséges megoldás halmazát. Legyen NL∈

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y

x
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
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(22) feltételrendszerét, azaz EL∈








′y

x
.

Ez fordítva is igaz. Legyen EL∈
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x
 vektor eleget tesz az (1) feltételnek, hiszen az x feltételei

nem változtak. (2) feltétel az x és y ′  nem negativitásából és egészértékőségébıl
következik. (3) következik (13,16)-ból. (7) feltétel (19,18,17) ekvivalens átalakí-
tásokból következik.
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. (23)
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Képezzük az E
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akkor az elızı gondolatmenethez hasonlóan kapjuk, hogy a származtatott
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 optimális megoldása lesz az eredeti feladatnak.

A fentiekbıl következik, hogy az ν
kix  változóknak ugyanaz lesz az értéke az

optimális esetben, az µ
kj

y  változók értéke pedig a (13) visszafejtési összefüggés-

bıl meghatározható. Ebbıl következik, hogy elegendı megoldani a (22) felada-
tot.

A célfüggvény komponensei költségek, melyek pozitív racionális számok.
Alakítsuk most át a célfüggvényt úgy, hogy megszorozzuk egy alkalmasan vá-
lasztott konstanssal. Ez a konstans legyen a költségelemek nevezıjének legki-
sebb közös többszöröse:

redred K
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kK ⋅=′ , (27)
ahol k a költségelemek nevezıjének a legkisebb közös többszöröse. Ekkor min-
den költségelem egész szám lesz. Jelölje
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Könnyen belátható, hogy a feladat most már egy
{ }

( ) max~~~f
~

~~~
1;0~

* →=
≤

∈

xcx

bxA

x

ic~ = int (32)

alakra hozható [10]. A célfüggvény korlátos a lehetséges megoldások halmazán.
Ennek a belátása nagyon egyszerő. Az x~  komponensei 0 vagy 1 értékőek, a c~

komponensei pozitív egész számok. Ebbıl következik:

( ) K~~~~f
~ ** =≤=≤ 1cxcx0 . (33)

4. A megoldás algoritmusa4. A megoldás algoritmusa4. A megoldás algoritmusa4. A megoldás algoritmusa

Ez a feladat már rendelkezik egzakt megoldási módszerekkel. Ilyen megoldás
lehet a tiszta egészértékő feladatok a G-metszeten alapuló megoldási módszere.
Egy másik megoldási módszer, melyet kicsit részletesebben is ismertetek a [11]-
ben található metszısíkok módszerén alapul, kiegészítve a gradiens módszerrel.

4.1. lépés4.1. lépés4.1. lépés4.1. lépés

Vegyük a

( ) ( ) max~~~g~

~~~
~

* →−=
≤
≤≤

1xxx

bxA

1x0

(34)

folytonos feladatot és oldjuk meg. Ennek a kvadratikus feladatnak már vannak
egzakt megoldási módszerei, hiszen

( ) ( ) 1xxEx1xxx1xxx ***** ~~~~~~~~~g~ −=−=−= , (35)
tehát a kvadratikus alakhoz tartozó mátrix már pozitív definit (EEEE) és ebben az
esetben már megoldható a feladat [10].

Ehhez keressük meg a feladat egy lokális minimumát a gradiens (vagy haté-
kony irányok) módszerrel, majd a metszısíkok módszerével szőkítsük a hal-
mazt. Ezt egészen addig ismételjük, míg a szőkített L halmaz az üres halmaz
nem lesz. Válasszuk ki a kapott lokális minimumok közül a legnagyobbat, ez
lesz az optimális megoldás. A g~  korlátos a feladat lehetséges megoldása halma-

zán ( L
~

), hiszen

( ) L
~~,0~g~ ∈≤ xx . (36)

Ekkor, ha van a feladatnak lehetséges megoldása, akkor a g~ célfüggvény
korlátossága miatt van optimuma is.
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4.2. lépés4.2. lépés4.2. lépés4.2. lépés

Két eset lehet:
a) ( ) 0~g~ 0 =x ,

b) ( ) 0~g~ 0 <x .

Ha a b) teljesül, akkor nincs lehetséges egészértékő megoldása a feladatnak,
ha a) teljesül, akkor van. Az a) esetben vegyük a feltételrendszerhez az

( ) ( ) 1~f
~~f

~
0 +≥ xx (37)

feltételt és oldjuk meg újra a g~  célfüggvénnyel az alábbi feladatot:

( ) ( )
( ) ( ) max~~~g~

1~f
~~f

~

~~~
~

*
0

→−=
+≥

≤
≤≤

1xxx

xx

bxA

1x0

(38)

4.3. lépés4.3. lépés4.3. lépés4.3. lépés

Folytassuk ezt az eljárást a 4.2. lépéstıl egészen addig, míg b) pontig nem ju-

tunk. Ilyen eset biztos lesz, hiszen f
~

 korlátos a (32) feltételrendszerhez tartozó
lehetséges megoldások halmazán. Ha ez az i. iterációs lépésben áll fenn, akkor
az elızı 1i

~
−x  lesz az optimális megoldás.

5. Összefoglalás5. Összefoglalás5. Összefoglalás5. Összefoglalás

A dolgozat egy multinacionális cég szerelıcentrumainak a telepítési modelljét
és a belsı fázisának egy megoldási módszerét mutatja be (redukált költséggel).
A visszavezetés során kvadratikus programozási modellt kaptunk, melynek
csak speciális esetekben van megoldása, ezért a feladatot alkalmas átalakítások
segítségével egy olyan lineáris feladattá alakítottuk át, amelyben a változók 0
vagy 1 értéket vehetnek fel. Erre a modellre alkalmaztuk a [11]-ben szereplı
megoldási módszert, mellyel már megkapjuk az eredeti feladat optimális meg-
oldását, amennyiben van ilyen. Bár a módszer megadja az optimumot, azonban
a fázisok további lépéseit ismerve nem lesz hatékony, hiszen több újabb iteráci-
ós lépés jön be, ráadásul a feladat mérete

( ) ( )[ ]wrmpnwrmn2wrmp 00000 ⋅+⋅⋅×⋅+⋅+⋅+⋅ -rıl (39)
tovább növekszik

( ) ( )[ ]wr1mpnwrmn2mwnpwmnpmp 000
2

000 ⋅+⋅⋅⋅×⋅+⋅+⋅⋅⋅+⋅+⋅+⋅ -ra.(40)
Ennek a megoldási lépésszámát jelenleg nem ismerjük (ez egy késıbbi elem-

zés része lehet), bár tudjuk, hogy mindenféleképpen véget ér az algoritmus [2,
11]. Az azonban a korábbi lépésszám elemzésekbıl és az együttható mátrix mé-
retébıl látható, hogy nagyon nehézkes a módszer alkalmazása. Korábban [3]
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megadtunk egy heurisztikus algoritmust, amely a problémát hatékonyan kezel-
ni tudja. Ezek és [2] alapján elmondhatjuk, hogy mindenféleképpen érdemes a
heurisztikus megoldást alkalmazni az eredeti telepítési problémára, ahol pél-
dául a legnagyobb mátrix (mely kvadratikus) rendje csak

( )mw;rn;pnmax 00 ⋅⋅⋅ (41)
lesz.

Összefoglalva tehát elmondhatjuk, hogy a feladat megoldható egzakt módsze-
rekkel is.
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